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INTRODUZIONE 


n 2 


. MX TA ale SII 
Sia X un aperto di R; sia L = L, a;;(%) dx Da; 


n 
* Le b; (x) > + c(x) un operatore ellittico-parabolico definito in 
i=1 i 
X. Se L soddisfa alcune ipotesi, è possibile applicare il metodo di Per 
ron e Wiener, per associare ad ogni aperto limitato 9, con "fe X, e ad 

ogni funzione $ € C(992), una "soluzione generalizzata", Ly? del proble- 


() 
ma di Dirichlet 


(1) 


La funzione u = "i così ottenuta, soddisfa, in qualche senso, 
l'equazione differenziale in 9; mentre non si sa nulla, in generale, ri- 
guardo il suo comportamento sul bordo. 

Diremo che un punto *%, € 99 è L-regolare per 92 se, per ogni 
d € C(92) si ha che: 


? La 
lim H(x) = &(x ) 
RAXTA, $ di 


(quindi, 9 è un aperto L-regolare se tutti i punti di 99 sono regolari 
per 2). Sorge così il problema di determinare, dato un qualunque aperto 
limitato 9, i punti L-regolari di 9. 


Quando L = A (operatore di Laplace), i punti regolari sono sta 
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ti caratterizzati da Wiener, facendo uso del concetto di "capacità" 

{ [14], {15]); in [8] (Littman-Stampacchia-Weinberger), la questione è 
risolta per gli operatori ellittici: si prova infatti che: 

se L è un operatore uniformemente ellittico a coefficienti misurabili e 
limitati i punti L-regolari per 2 e î punti A-regolari per 9 sono gli 
stessi. 

Per quanto riguarda gli operatori parabolici, Landis ([7]) ha 
caratterizzato i punti regolari relativamente all'operatore del calore; 
Lanconelli (61) ha provato l'equivalenza fra la regolarità di un punto 
per una certa classe di operatori. parabolici, e la regolarità per tutti 
gli operatori della forma a A - = (a5 0). 

Un altro tipo di approccio a questo problema si incontra, per 
esempio, in [13], in cui Tychonov dimostra che, posto 0 = 92 x 10,Tl,. con 
Q aperto limitato di R"; l'aperto 2 è A-regolare se e solo se i punti di 
39 x ]O,T[ sono regolari per 0 relativamente all'operatore del calore. 

Questo confronto fra la regolarità dei punti "laterali" di un 
aperto di tipo cilindrico in pi* rispetto ad un operatore parabolico, e 
la regolarità dei punti di frontiera della "base" rispetto all'operatore 
ellittico corrispondente è ripreso, in casi più generali, da Fulks ([5]), 
Chan & Young ([3]). 

In [9], questo tipo di risultato viene dimostrato in un ambien- 
te astratto: indicati con X, e Y=X x la,b[ due spazi B-armonici (la de- 
finizione sarà precisata nel seguito), con 2 un aperto relativamente com 
patto E X, con 0 l'aperto Q x JO,T[ SY, si prova che, se X e Y soddisfa 
no opportune ipotesi, 
sono equivalenti le seguenti affermazioni: 

i) xo € 99 è regolare per 2 
ii) xoet) è regolare per 0 per ogni t € ]O,T[ (o per un t € JO,TI). 
Da questo teorema astratto si ottengono, come applicazioni, ri 


sultati relativi ad un'ampia classe di operatori differenziali del secon 
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do ordine, di tipo ellittico-parabolico. 

Si ritrovano alcuni risultati noti, tra cui quello di Tychonov 
([13]) citato prima;- ma anche alcune applicazioni originali. In partico 
lare, si ottiene che: 


se 2 è un aperto limitato di RÉ, indicati rispettivamente con L e M gli 


operatori: 
9° d 
Lat - x È (parabolico degenere) 
2 dy 
dx 
9° d d 
Mean (operatore di Kolmogorov); 
axl dy ot 


con 0 l'aperto-Q x JO,TI C e. e con Coi de ) un punto di 99, 
sono equivalenti le seguenti sta. 

a) Coe %g è L-regolare per 9 

b) (o? Yo? t) è M-regolare per 0 per ogni t (o per un t) SOT: 

A causa della complicata espressione della soluzione fondamen- 
tale (cfr., per esempio, [11]), lo studio diretto dell' operatore L pre- 
senta notevoli difficoltà. Sfruttando risultati noti riguardo all'opera- 
tore di Ko]lmogorov (in particolare, Scornazzani [12] dà una caratterizza 
zione geometrica dei punti M-regolari per aperto di Ri, ed alcune condi- 
zioni sufficienti di regolarità), si trovano criteri di L-regolarità dei 
punti di 99. 

E' interessante notare che, in questo caso, si applica la im- 
Plicazione ii) > ij) della equivalenza riportata a pag. 2; cioè, da ri- 
sultati noti riguardo all' operatore in dimensione Superiore, se ne dedu- 
cono altri, relativi all'operatore in dimensione inferiore. 

I risultati più interessanti si hanno quando l'aperto 2 cr° 


è tale che 99 contiene punti con ascissa nulla: per i punti (590) E 99 
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con Xx, # 0 si possono infatti sfruttare criteri già noti di regolarità, 
relativi agli operatori parabolici. 
Consideriamo, per esempio, un aperto della forma: 
2 
9 = {(x,y) ERO 1a <x<b 3; w(x) < y < d(x)} 


PIRLO 


Com aldo 
3 
pv, $ E C ([a,b], R). 


Applicando il teorema (3.3) 
di [12], e il teorema 4 di [9], si ot \y= 00 
tiene che: 
se d'(0) 7 0, oppure d'(0) = 0 e 6"(0) < 0 allora il punto (0,9(0)) è 


L-regolare per 9; 


se y'(0) # 0, oppure y'(0) = 0 e y"(o) = 0 allora il punto (o,y(0)) è 


L-regolare per 2. 


$ 1. ALCUNE DEFINIZIONI 


Le definizioni alle quali ci riferiremo sono essenzialmente ri. 
prese da [4]. 

Sia X uno spazio topologico localmente compatto, con base nume 
rabile. Un fascio di funzioni su X, U, si dice "fascio iperanmonico" se, 
per ogni aperto U E X, U(U) è un cono convesso di funzioni inferiormente 
semicontinue da U a RU {+ ©}. 


La corrispondenza 


U + U(U) N(- U(U)) = H(U) 
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risulta un fascio wmmonico H, su X. 

Le funzioni f € U(U) si dicono "funzioni iperarmoniche"; le 
funzioni f € H(U) si dicono "funzioni armoniche" (sull'aperto U). 

Rispetto a queste funzioni armoniche, si può introdurre il pro 
blema generalizzato di Dirichlet, e si possono definire gli aperti rego- 
lari (vedi Seminario Lanconelli). 

Una funzione u € U(X) si dice superarmonica se, per ogni aper- 
to regolare V CX, si ha u' u e H(V) (con u' u denotiamo la funzione che 
in ciascun punto x V vale: a u du). 

La famiglia delle funzioni superarmoniche su X si denota con 
S(X); con S*(X) indichiamo 1a famiglia delle funzioni superarmoniche = 0. 

Diremo che lo spazio topologico X, dotato del fascio iperarmoni 
co U è uno 

spazio B-a'monico 
se soddisfa i seguenti quattro assiomi: 
a. H è non degenere in ogni punto di X (cioè, V x E X 3V aperto regola- 
re, 3h € H(V), tali che: xE Ve h(x) # 0). 
b. Gli aperti regolari costituiscono una base per X. 
c. H ha la proprietà di convergenza di Bauer (cioè, per ogni aperto 
Q CX, e per ogni successione (fo) in H(9), si ha che: 


uNC9) <f_ (x) YVx €92, VnenN 


n+1 


ii f eH(0)) . 
f(x) = supff (x), n € N} loc. limitata in 9 Î 


d. s* (x) separa i punti di X 
(cioè, V x,y E X (x # yu, v E SÒ(X): u(x) v(y) # u(y) v(x))). 
Se 2 EX è un aperto, e X è uno spazio B-armonico, definiamo 
H*(9) ponendo; per ogni u: 2.+ R U{+ ©}, 


u €H*(9) « VV(V aperto regolare, e VCQ > u' u 


IA 
icq 
—_ 
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H* così definito risulta essere un fascio iperarmonico, e coin 
cide con U. 
Chiamiamo H, = - H*. Le funzioni di H, si chiamano ipoarmoniche. 
Come conseguenze della definizione di "spazio B-armonico" ora 
data si ha, fra l'altro, che: 
1. ogni aperto V CX è di tipo MP ([4], corollario 2.3.3.); 
2. ogni aperto V EX è risolutivo. 
Sia Q E X un aperto, e y € 992. Se V è un intorno aperto di y, 
eu H*(V NA), si dice che u è una barriera per D in y, se: 
i. UR) DI Yx.egnvi 
Di lim u(x).= 0. 
QNV3I x+y 
Le funzioni-barriera caratterizzano i punti regolari di 99, in 


base al seguente teorema: 


Teorema di: Bouligand: y 992 è regolare per 2 se e solo se esi- 
ste una barriera per 2 in y ([1], Satz 4.3.3). 

La tecnica che useremo per provare che certi punti di frontie- 
ra di aperti sono regolari per l'aperto considerato sarà proprio quella 


di costruire barriere. 


$ 2. IL TEOREMA PRINCIPALE 


Sia X uno spazio B-armonico; sia H il relativo fascio armonico. 
Sia Ja,b[ un intervallo aperto di R, e Y = X x ]a,b[, con la topologia 
prodotto di quella di X e quella naturale di Ja,bl. 

Sia assegnata in Y una struttura di spazio B-armonico, e sia K 


il relativo fascio armonico. 
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Supponiamo, per semplicità, che per un T > 0 risulti 
OLTRE" ]a bi. 

Sia 9 un aperto, 2 CX, 2 relativamente compatto; definiamo 
Gr='Mx TT Cv. 

Supponiamo che gli spazi X e Y siano fra loro legati dalle se- 


guenti condizioni: 
1. Per ogni 2 CX, per ogni u €H(9) risulta u @ 1 E K(0). 


2. Per ogni 2 CX, se v E K(0), e se per ogni x € Q la funzio- 


ne 


è non crescente, allora, per ogni fissato t € ]O,T[ la funzione v(-,t)€ 
H+ (a). È 
Queste due condizioni, come le seguenti, sono formulate seguen 
do il modello "concreto" delle condizioni a cui soddisfano due spazi 
X = Li Va R" x ]Ja,b[, in cui le strutture di spazio armonico sono gene 
rate, rispettivamente, da un operatore ellittico-parabolico L avente op- 
portune proprietà, e dall'operatore M = L - di A 
Le condizioni 1 e 2 riescono allora abbastanza naturali, ricor 
dando che, se per un operatore L ellittico-parabolico vale un principio 
di minimo, allora le funzioni armoniche (rispettivamente: iperarmoniche) 
di classe c° sono, relativamente a L, quelle u tali che Lu = 0 (Lu s 0). 


Supponiamo inoltre che: 


3. Per ogni z EX 3W intorno aperto di z tale che, 
Vx€EW 3h EHK(W), h> 0, au EH*(W) tali che u(z) h(x) > u(x) h(z). 
Questa ipotesi assicura l'esistenza di una barriera armonica 


in ogni punto regolare, in X ([1], teorema 4.3.8). Essa è verificata, 
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per esempio, se: 
Vz € X 3W intorno aperto di z, 30 € H,(W) tale che o(z) = 0, o(E) > 0 
Ve € W - {z} (le funzioni h e u della condizione 3 sono, rispettivamen- 
te, una funzione armonica h > 0 definita in W, o in un eventuale intorno 
più piccolo, di z, e (-0)). 

Sarà quest'ultima la condizione che verificheremo nelle appli- 


cazioni, anziché la 3. 


4. Per ogni aperto V CY, per ogni y = (&,t) E V, il supporto 


della misura armonica us è contenuto nell'insieme: 
hg eve aaetptst. 


5. Per ogni aperto V CY, per ogni è € R tale che: 


(02) 


< 
ui 


{(x,t-5); (x,t) e V}C Y 


e per ogni u € K(V), la funzione 


Sy Dt) + ulbt46) 


È ° s, 160 i - A 
è K-armonica in V (nel caso concreto, questa ipotesi corrisponde a sce- 


gliere operatori i cui coefficienti non dipendono da t). 


6. Per ogni orto) € X x ]JO,T[ esistono un intorno W di xo in 
X e una funzione ® € C(W x JO,T[), K-ipoarmonica in W x JO,T[, tale che: 
i) 9(x,t)2z0 W(x,t) EWXx ]0,T[ con x # xi dxoeto) = 0; 


ii) Vx € W la funzione 


JO, t + 9(xt) 


è non crescente su ]0,T [. 
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Teorema. Supponiamo che siano soddisfatte dagli spazi X e Y le 
condizioni 1-6. Siano 2 € X un aperto relativamente compatto, xo E 92 e 
0 = TOT 

Sono equivalenti le seguente affermazioni: 

a. X%5 è H-regolare per Q. 
b.Vt € JO,TL, (xt) è K-regolare per 0. 
cat, E ]O,TI: (xorto) è K-regolare per 0. 


Dimostrazione. 
a. = b. Se xo è regolare per 2 esiste, in conseguenza dell'ipotesi 3 una 
H-barriera H-armonica b per 2 în xo La funzione b ® 1, in base all'ipo- 
tesi 1, risulta una K-barriera per 0 nei punti (xoet)» i quali sono dun- 
que K-regolari per 0. 

Notiamo che, per questa parte della dimostrazione, sono suffi- 
cienti le ipotesi 1 e 3. . 
ba. * C- E' ovvio: 
CP a. isla Giorto) K-regolare per 0. Si può supporre, senza perdere in 


generalità, che 3 U aperto C X, con 2 CU, e h EK(U), h> 0 in U. Sia 


m=min{h(x), x € 2} (2 è compatto) 


e sia è la funzione dell'ipotesi 6, che possiamo supporre definita su 
tutto 0. Sia 


M = max{®(x,t); (x,t) E 0}. 
Fissiamo e € 1o,t! e definiamo è: 0 + R, ponendo: 


d(x,t) setb>e 
d(x,t) = 


IA 
m 


Mi h(x) se t 
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Si verifica che la funzione ® è K-ipoarmonica in 0; essa è, i- 


noltre, strettamente positiva in 0 ed è tale che: lim o(x,t)=0. 
Poniamo: 05(x.t)s (xorto) 
3 0 
gd 3 ° Ki; 


(w è la soluzione generalizzata del problema di Dirichlet relativo allo. 
spazio armonico Y, sull'aperto 0, con dato sul bordo è). 

Facendo uso delle ipotesi e applicando il principio di minimo 
per le funzioni K-iperarmoniche, si dimostra che la funzione w, la quale, 
per costruzione, è K-armonica, è non crescente nella variabile t. 


Allora, per l'ipotesi 2, se si pone 
B(x) = (xt) VxE n 
; darà Lo RE RO n 
si ha che B € H*(2). D'altra parte, poiché risulta è € Hg si had £W 
in 0; poiché è è strettamente positiva in 0, B risulta strettamente posi 


tiva in 9; e poiché (orto) è K-regolare per 0, si ha: 


Tim g(x) = lim w(x,t_)=0(x,t )=0 
O) 00 
QIX>X, VDX*X, 


perciò, 8 è una H-barriera per Q in xo? e % è, dunque, H-regolare per 2. 


$ 3. APPLICAZIONI 


Diamo qui una applicazione del risultato stabilito ad una clas 


se di operatori ellittico-parabolici: come caso particolare, otterremo i 


risultati citati all'inizio, relativi agli operatori 


d 

4% È Ual 
2 

dx 


L= dy ‘ at 


Sia A un aperto di R", sia L l'operatore: 


n n 
lur= È — () a. (x) PE + ) b_ (x) E 4 c(x) u(x) 
int dar N e ni 


Supponiamo che: 


i) d;j> b,, ceC (A,R); à;; sr per i,j € {1,2...n}; 


n 
n 
) È. a;;(%) E; Ej20 Ven (EE) ER, vreA 


, 
{ 


) Ja..(x)]>UT VxeA. 
s ij 
i:sT=1 


ii) L'algebra di Lie generata dagli operatori 


n 
È) 
XL, = pa ap;(%) Cra s k SEN i 
j=1 j 
n 
d 
a ìa b. (x) dx. 
j=1 j 
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abbia rango n in ogni punto di A (questa condizione assicura che L 


è ipoellittico; cfr. [10]). 


iii) 30 € cÈ(A,R): w> 0 e Lu < 0 in A (questa condizione serve per ave 


re il principio di minimo). 


Sia X un aperto limitato di R", con X CA. 


Per ogni aperto 2 CX, sia (9) l'insieme delle funzioni 
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u€ C'(9) tali che Lu = 0 in 9; allora, Ly è un fascio Wmmonico in X. 
Ricordando che, sè V è un aperto E X con frontiera non carat- 
teristica per L, allora V è regolare per L (cfr. [2]), si costruisce, se 


guendo [2] una base di aperti per X Li mregolari, nel modo seguente: 


sia x_ E X. Allora, av € R", v= (V, v....v.), tale che 
lo) Te n 


n 
V° aula dia, pd 
gi 0. Vos 


Per continuità, esistono un intorno P di xo in X, e un cono C 
di asse v in R", tali che per ogni (x,v) E P x C si ha 
n 
di a; ;( ) vi vj Dda 
i.g=1 
Possiamo supporre ll v ll = 1. 
Fissati R> 0, $ > 0, sia V l'insieme: 


Va Ss + Rv, R+ 6)n Sx, - Rv, R+ 6) 


V è un intorno di xo} inoltre, se scegliamo R sufficientemente grande, 
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e 6 sufficientemente piccolo, V è contenuto in P, e inoltre ciascun pun- 
to di 9V ha una normale esterna appartenente a C, quindi, non caratteri- 
stica; dunque, V è hyregolare; è chiaro, infine, che gli aperti V così 
definiti costituiscono una base di intorni di Xo° 

Se V C X è un aperto Li-regolare e d E C(9V), chiamiamo "i la 


soluzione (che esiste ed è unica) del problema di Dirichlet 


Se 2 CX, e u'Q2+RU {+ ©}, diremo che u è H-iperarmonica in 
2 (u E H*(2)) se u è inferiormente semicontinua, e se per ogni aperto re 
golare V CV C9 risulta 


Vv 
> Vxe V. 
u(x) = fa u du, x E V 


Si riconosce allora che 9 + H*(9) è un fascio iperarmonico, che 
dà a X la struttura di spazio B-armonico (l'assioma di convergenza di 
Bauer è conseguenza del fatto che, in questo caso, le funzioni armoniche 
sono di classe Ca per dimostrare la validità dell'assioma d) di separa- 
zione, si può costruire, a partire dalla funzione w dell'ipotesi iii), la 
coppia di funzioni u,v € sx) che separano due prefissati punti x,y € X, 
x# y). 


Sia ora M l'operatore definito in A x Ra 


(indichiamo i punti di Ax R con y= (x,t) = (kjaXge Xp). 
Supponiamo che: 


MY L'atdebia di S ; ca 
ii') L'algebra di Lie generata dagli operatori XX e 
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rango n+1 in ogni punto di A. 

Osserviamo che questa condizione implica la ii); inoltre, se w 
è la funzione di iii), risulta Mw = Lw < 0. 

Sia ]a,b[ CR un intervallo limitato; sia Y= Xx ]a,b[; fornia 
mo a Y una struttura di spazio B-armonico, con il medesimo procedimento 
spiegato più sopra. 

Indichiamo con M, il fascio armonico delle soluzioni dell'equa- 
zione Mu = 0; chiameremo queste ultime funzioni K-arnmoniche. 

Si dimostra che gli spazi X e Y soddisfano le ipotesi 1-6. 

Le condizioni 1 e 2 sono soddisfatte, perché le funzioni Li e 
29) tali che Lus 0 


UTAS 


M ; 3 % na 
K-armoniche sono di classe C _, e le funzioni uEC 
sono H-iperarmoniche, in virtù del principio di minimo classico. 

La condizione 3 è verificata, perché, ad esempio, preso Xo x, 


la funzione 
2 
(e) o(x) = exp(Ilx - xo! ) 1 


soddisfa le condizioni che assicurano il verificarsi di (3). 
Per verificare la condizione 4, prendiamo $ € ]Ja,b[, e una 
successione di funzioni (appen ti, E C°(R,R), non decrescenti, e tali 


che: 


dp (0) 20 VteER, Vpen 
t)=0 Vist 
dl ) 
°/ 
dp 08) $ 941 0È) Vit ER, Vpen 


Gg 
a) 
S 
ct 
_ 
u 
vd 
< 
lui 
VZ 
i) 
+ 
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Le funzioni Un SR Uh =1® 5 sono K-iperarmoniche, essen 
do M Vo = - do £ 0; perciò, anche la funzione 


v(x,t) = suplu (x.t); p € N} 


è K-iperarmonica. D'altra parte, v vale 0 in Ai; + in Y-Ag; quindi, per 
definizione ([4], cap. 6), Az è K-assorbente; questo equivale alla nostra 
condizione 4 ([4], proposizione 6.1.1). 

La ipotesi 5 è soddisfatta perché i coefficienti di M non dipen 
dono da t. 


La condizione 6, infine, è soddisfatta dalla funzione è = 0 ® 1, 
essendo o la funzione (*) di pag. 14. 
Per gli operatori L e M aventi le proprietà sopra dichiarate 


vale dunque il seguente 


Teorema. Siano 2 un aperto limitato C Mi x E: N, TE RÌ, 
0=2x JO,TI. Allora, x è L-regolare per 2 se e solo se % st) è M-re 
golare per 0 per ogni t n per un t) € ]O,TI. 


Prendendo ora 


XIII-16. 


si ottiene, come caso particolare, l'applicazione esposta all'inizio. 
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